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Problema 1

a) Prove as seguintes propriedades das matrizes αi e β da equação de Dirac:
i) αi e β são todos hermiteanos;
ii) Trαi = Trβ = 0, em que Tr representa o traço de uma matriz;
iii) Os autovalores de αi e β são ±1;
iv) αi e β possuem dimensão par;

b) Verifique explicitamente que as matrizes ~α e β satisfazem as condições de Dirac.

Problema 2

a) Utilizando as formas explícitas das matrizes de Pauli 2 × 2, verifique as relações de comutação e anti-
comutação:

[σi, σj ] = 2iεijkσk, {σi, σj} = 2δijI

em que εijk representa o tensor anti-simétrico usual e I representa a matriz identidade 2× 2.
Utilize os resultados acima para mostrar que

σiσj = δijI + iεijk.

b) Utilize a última identidade acima para mostrar que

(~σ · ~a)
(
~σ ·~b

)
= ~a ·~bI + i~σ · ~a×~b

Obtenha a forma explícita 2× 2 para ~σ · ~p:

~σ · ~p =
(

pz px − ipy
px + ipy −pz

)
e utilize-a para mostrar que (~σ · ~p)2 = ~p2I.

Problema 3

Seja φ um espinor arbitrário com duas componentes e seja û um vetor unitário.
a) Mostre que (1/2)(1 + ~σ · û)φ é um auto-estado de ~σ · û com autovalor +1. O operador (1/2)(1 + ~σ · û)
é chamado operador projetor do auto-estado ~σ · û = +1. Escreva um operador semelhante que projete o
auto-estado ~σ · û = −1.
b) Construa os espinores de duas componentes φ+ e φ− que são auto-estados de ~σ · û com auto-valores ±1
e obedecendo a normalização φ†rφs = δrs com (r, s) = (+,−), para o caso û = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ.

Dica: Escolha para o espinor arbitrário φ =

(
1

0

)

Problema 4

Verifique que o operador helicidade

h(~p) =

(
~σ·~p
|p|

~0

~0 ~σ·~p
|p|

)
comuta com o operador Hamiltoneano de Dirac livre no espaço de momentos ~α · ~p+ βm.
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Problema 5

Espinores de energia positiva u(p, s) são definidos por

u(p, s) = (E +m)1/2

(
φs

~σ·~p
E+mφ

s

)
, s = 1, 2

em que φs†φs = 1. Verifique que esses estados satisfazem u†u = 2E.
De maneira similar, espinores de energia negativa v(p, s) são definidos por

v(p, s) = (E +m)1/2

(
~σ·~p
E+mχ

s

χ

)
, s = 1, 2

em que χs † χs = 1. Verifique que v†v = 2E.
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